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ZIDOVE PRIMENOM ELEKTRICNE ANALOGIJE
HEAT TRANSFER THROUGH FLAT WALLS COMPLEX PROMBLEMS
SOLVING BY ELECTRICAL ANALOGY
B. Pejoviét, M. Perusi¢t, D. Vujadinovié!, D. Pordic?

Y Univerzitet u Istocnom Sarajevu, Tehnoloski fakultet Zvornik, Republika Srpska, BiH
2Fabrika ., Birac* Zvornik, Republika Srpska, BiH

Izvod

U radu je polazeci od Furijeovog zakona za stacionarno provodenje toplote i Omovog
zakona za protok jednosmerne struje kroz otpornik, uspostaviljena analogija izmedu
termodinamickih i elektricnih velicina. Na bazi ovoga za slucaj prolazenja toplote kroz
viSeslojne zidove u karakteristicnim polozajima, odredene su relacije koje su iskorisc¢ene za
Sematski prikaz toplotnih otpora, odnosno ekvivalentnih Sema, koristeci serijske i paralelne
veze strujnih kola. Na kraju rada data su dva karakteristicna racunska primera prolazenja
toplote za viseslojne sloZene zidove u razlicitim polozajima, za cije resavanje je primenjena
elektricna analogija.

Kljuéne redi: Prenos toplote, elektricna analogija, toplotni otpor, elektricni otpor,
ekvivalentni sistemi.

Abstract

Starting from the Fourier's law for stationary heat transfer and Ohm's law for DC
through the resistor, the paper presents the analogy between thermodynamic and electrical
quantities. Based on this analogy, has been used knowledge of circuit theory for of the heat
transfer through walls in the multilayer characteristic positions to derive the schematic
representation of corresponding heat resistors. At the end of paper, has been shown two
typical examples of calculation heat transfer to the complex multi-layer walls in different
positions, by applied electrical analogy.

Key words: Heat transfer, Electrical analogy, Heat resistance, Electrical resistance,
Equivalent systems.
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1. UvOD

Mnogi procesi u tehnici, javljaju se u razli¢itim fizickim sistemima koji se opisuju
identi¢nim, odnosno sli¢nim matematickim jednacinama. Ovo saznanje daje nam mogucnost
uspostavljanja analogije medu sistemima koji su razlicite prirode, |1, |2], |3].

U mnogim tehni¢kim disciplinama, analogije se primenjuju iz razloga, jednostavnijeg
predstavljanja i1 efikasnijeg proraCuna mnogih pojava i procesa. Pri ovome posebno su
pogodne elektricne analogije, koje pored ostalog omogucuju i lakSu analizu i kontrolu
uticajnih veli¢ina preko kojih je uspostavljena analogija |[4|, |5|. U nastavku bi¢e dat prikaz
analogije izmedu termodinamickih i elektriénih veli¢ina za slucaj prolazenja toplote kroz

slozene viseslojne zidove.

2. ANALOGIJA IZMEDPU PROVODENJA TOPLOTE KROZ ZIDOVE |
PROTOKA STRUJE KROZ STRUJNO KOLO

Matematicki izraz, izveden preko Furieove diferencijelne jednacine toplotne

provodljivosti za stacionarne rezime je, 6|, |7|, |8|:

dg __, dT
dA dx

1)
.. : . . . . .. dT .
Jednacina (1) napisana je za diferencijalnu povrSinu dA. Veli¢ina I predstavlja
X

tempreaturni gradijent, dok je k toplotna provodljivost. Jedna¢inu (1) moZemo napisati u
obliku pogodnom za primenu kao:

q= AT AT
X R
z z 2
A ()

U jednacini (1) AT predstavlja pad temperature na zidu debljine x, Jednacina (2) je
potpuno analogna jednacini za protok jednosmerne struje u strujnom kolu kroz neki otpornik

i izvedena je na bazi Omovog zakona | = UE :
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Ovde | predstavlja jacinu struje (kolicina elektriciteta u jedinici vremena), AV pad
napona na elektricnom otporu Re, Xe je duzina provodnog puta, K. je specifi¢na elektricna
provodljivost dok je A¢ povrSina poprecnog preseka elektricnog provodnika, (9], [10].

Pri tome, specifi¢na elektricna provodljivost y, jednaka je recipro¢noj vrednosti
specificnog otpora p.

Omski otpor definise se kao: R =L

Prema datoj analogiji, veli¢inu R, u izrazima (2) i (4), moZzemo nazvati otpor
provodenju toplote. Prema (2), za stacionarno provodenje toplote kroz seriju otpora moze se
pisati relacija:

f _Z = Z fy XZ
: | . . (I)

3. PROLAZENJE TOPLOTE KROZ DVOSLOJNI ZID

Pre nego Sto se izvedu termodinamicke relacije za prolazenje toplote za dva
karakteristi¢na slucaja, dace se prikaz spojeva otpornika u strujnom kolu. Na sl.1. prikazani
su serijski i paralelno spojeni otpornici u strujnom kolu, |9], |10|. Serijski spojeni otpornici
pojedinih otpora R;jimaju ukupan otpor R, jednak sumi pojedinaénih otpora:

R=) R =R +R, +.u +R, (5)

i=1

pri ¢emu propustaju struju | koja je u svim otpornicima jednaka:
I=1,=1,=... =1, (6)

Paralelno spojeni otpornici pojedinih otpora R; imaju ukupan otpor R, koji je
reciprocna vrednost zbira recipro¢nih vrednosti svih otpora, (on je manji od najmanjeg
otpora):

lzzi:—+i+ .......... .'|'i (7)
R ‘TR R

Ukupna struja, ovde je jednaka zbiru struja I; kroz pojedine otpornike:
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1=> L=l 4+, +1, (8)
i=1
. Ry B L .
a9 . | | |
- +l — > Ik
I-r
5 Ry
Il
L1
r._ o o 1 51
I 2 IR
r-ﬁJ,
““ -

Slika 1. a) Serijski i b) paralelno vezani otpornici u strujnom kolu

3.1.  PRVISLUCAJ PROLAZENJA TOPLOTE
Na sl. 2. dat je prikaz provodenja toplote kroz viSeslojni vertikalni zid za slucaj da

nema konvekcije. Toplotni tok, odnosno koli¢ina toplote provodenjem kroz izotermsku

povrsinu u jedinici vremena za ovaj slucaj bice:

oo AT _Tu—To Vv )

R, = L + L, (10)
k, k,A
odnosno:
Rz = Rlz + RZZ (108')
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Analogna relacija s obzirom na protok struje bice:

(11)

R, =R, + R, (11a)

Ocigledno prema sl. 1. ovde je u pitanju serijska (redna) veza, prema elektri¢noj
analogiji. Na sl. 3. dat je prikaz prolazenja toplote kroz dvoslojni vertikalni zid za slucaj
postojanja konvekcije. Ovde je toplotni tok:

T,-T -
® =t V- (12)

z

Toplotni otpor prolaza toplote za ovaj slucaj bice:

R, =Ry + R, + Ry, + Ry, (13)

R, = 1+L1+L2+l
hA KA kA hA

(14)

Ovde je o€igledno kao i1 u proslom slucaju u pitanju redna veza.

o T AR Fl

|
b

i

R
154"
;
;

m oy AP R -R, 4R,
L3 ! R, V2

Slika 2. Provodenje toplote kroz viseslojan zid (I) Sematski prikaz otpora provodenja
toplote(I1)Analogija sa protokom struje kroz otpornike (1) Ekvivalentna elektricna Sema

(V)
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Slika 3. Prolazenje toplote kroz viseslojni zid (I) Sematski prikaz otpora prolazenja toplote (II)
Analogija sa protokom struje kroz otpornike (I11) Ekvivalentna elektricna sema (IV)

3.2. DRUGI SLUCAJ PROLAZENJA TOPLOTE

Na sl. 4. dat je prikaz provodenja toplote kroz dvoslojni poloZeni zid za slu¢aj da nema

konvekcije. UzeCemo slucaj kada su gornja i donja strana zida termicki izolovane.

A

fl. J m 1 Lo —+u | - T,
':__ —
“-- \h. M

@ o _ L

T

Slika 4. Provodenje toplote kroz dvoslojni zid u polozenom polozaju (I) Sematski prikaz otpora
provodenju toplote (II) Analogija sa protokom struje kroz otpornike (111) Ekvivalentna sema (IV)
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Toplotni fluks mozemo izracunati kao:

T-T, T,-T 1.1
P=@, +D, =22+ 2= -T, 3 —+— 15
1 2 Rl R2 (1 2/(Rl Rg] ( )

odnosno

(16)

Ovde je ukupni toplotni otpor provodenju toplote:

S ) N L (17)
R, R, R, +R,

Kao i u prethodnom slucaju i ovde je elektri¢na analogija potpuna:

V, -V
| =12 18
5 (18)
Ovde je:
1 1.1 (19)
Re Rle R2e

4. SLUCAJ PROSTIRANJA TOPLOTE ZRACENJEM

Toplotni tok za slucaj radijacije (zracenja) R, mozemo odrediti polazeci od relacije za toplotni
fluks:

q)r=50-A1(14_T24}hr'A1(1 -T, }TlF;TZ ‘V: (20)

r

Ovde je:

R, = (21)
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U relaciji (21) koeficijent prenosa zracenjem je :

D
hr =—2———F&0 (12 +T22;(1 +T2 : (20)
Al(l _Tz /

Ocigledno je da po prvi put otpor provodenju toplote zavisi od temperatura krajeva naseg
uzorka, Sto ukazuje na izuzetno nelinearan karakter odgovarajuc¢eg elementa iz elektrotehnike koji
treba koristiti, odnosno na njegovu izrazito nelinearnu strujno-naponsku karakteristiku. Za slucaj
istovremene konvekcije i zracenja oba toplotna fluksa se sabiraju (kao i odgovarajuci koeficijenti hy
i hy), s obzirom da je ovde u pitanju redna veza. Odavde sledi da se svi slucajevi prostiranja toplote
mogu povezati sa elektricnom analogijom. Iz prethodne analize sledi da je moguce uspostaviti

analogiju izmedu termodinamickih i elektri¢nih veli¢ina, $to je sistematizovano u tabeli T.1.

Tabela 1. Osnovne velicine analogije

R.b. Termodinamicki sistem Oznaka Oznaka
Elektricni sistem

1. D Jacina struje |
Toplotni tok (izmjenjena toplota)

2. AT Pad napona AV
Razlika temperatura

3. R, Elektricni otpor Re
Otpor provodenju toplote

4, L, Duzina provodnika L.
Debljina zida

5. A, Povrsina preseka provodnika A

Povrsina zida

6.  Koeficijent prolaza toplote K Reciprocna vrednost specificne 1p
elektricne otpornosti

5. KARAKTERISTICNI PRIMERI
5.1.  Primer prolaZenja toplote
Za slozeni zid prikazan na sl. 5., poznate su dimenzije:

H=2m; L;=10cm; L,=20cm; Ls=5cm; Hp=0,7m; Hg=1,3m, Sirina zida je 1m. Odgovarajuci
koeficijenti prelaza toplote konvekcijom su:
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h;=15 W/m?K;  h,=25 W/m?K

Temperature na dovoljnoj udaljenosti od zida su:
T:=300°C i T,=20°C

Koeficijenti provodenja toplote za materijale pojedinih slojeva zida su:
ka=100 W/mK; kg=70 W/mK; k.=60 W/mK; kp=20 W/mK.

Koristec¢i elektri¢nu analogiju izracunati toplotni tok kroz zadati zid.

izclacija

N2~
I

Slika 5. Karakteristicni primer prolazenja toplote kroz sloZeni zid, sa konvekcijom

r'§<.«"
A

/\
7

A
!

Resenje:
Proracun izvodimo slede¢im redom:

a) Sematski prikaz otpora prolaZenja toplote za dati primer, kao i odgovarajué¢a ekvivalentna

Sema prema elektri¢noj analogiji dat je na sl. 6.
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B Re, b,
Ty ——AM———— MW WA AMN—
I Ryk Taz Rz e e Rox T2
Ry,
YA'A'A'AY
%o
| & WA e —— AV WM— T,
Ry Raz Rez oy
RBsp(

Slika 6. 1) Sematski prikaz otpora prolazenja toplote za primer slozenog zida (sa konvekcijom)

I1) Ekvivalentna Sema prema elektricnoj analogiji

b) Toplotni tok bice:

Ukupni toplotni otpor prolaza s obzirom na ekvivalentnu rednu vezu:
R =R, +R,, +Rgp, + R, + Ry,

Pri ovome, parcijalni otpori bice:

2 2
Ry =+ = -003333 {m K} Ry =~ =T =0020 {m K}
h-A 152 Wl h,-A, 252 wo|
2 2
R, =—2 =210 _go005 |MK| g _ L _000_4500407 | MK
Ko A 100-2 W k,-A, 602 w

S obzirom na paralelnu vezu bice:

1 1 1 Rg, - Ry,
Ree O TR, TRy,
Dz BZ+RDZ

2 2
oo b 020 g, [MK] o L 020 o0, [mK
ke-A  70-13 W kp-A  20-0,7 W

7
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2
o) = 0,0022-0,0143 —0,00191 m°K
0,0022+0,0143

Sada je ukupni toplotni otpor:

2
R =0,03333+0,000417+0,00191+ 0,000417+ 0,020 = 0,055827 {mWK}

c) Toplotni fluks bice:

ool 300220 0 g
R 0055827 -

5.2. PRIMER PROVODENJA TOPLOTE

Za zadati sloZeni viSeslojni zid sl. 7., prema zadatim podacima, za slucaj Cistog stacionarnog
provodenja toplote (bez konvekcije), odrediti toplotni fluks koristec¢i elektricnu analogiju. Zid je
konstantne Sirine b=const. i izolovan sa gornje i donje strane.

&t

(‘E'
N

Slika 7. Karakteristicni primer provodenja toplote kroz slozeni zid (bez konvekcije)

a) Sematski prikaz otpora provodenja i ekvivalentna $ema prema elektriénoj analogiji, data je
nasl. 8.
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| Res e
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SI. 8. 1) Sematski prikaz otpora provodenja toplote za primer slozenog zida (bez konvekcije)
11) Ekvivalentna sema prema elektricnoj analogiji

b) Toplotni tok kroz zadati zid bice:

_T1 _Tzz 'V_

R

c) Ukupni toplotni otpor provodenja toplote bice, s obzirom na ekvivalentnu rednu vezu:
R == RA(]+ RBCD(]+ RE(j+ RFG (j+ RM (:

Ovde je s obzirom na paralelnu vezu:

1 1 1 1
= + +
RBCD(z) RBZ RCz RDz
1 _ 1.1

RFG(z) RFZ RGz

Odnosno:

RBZ ’ RCZ : RDZ — RFZ : RGZ
RBZ + RCZ + RDZ . e RFZ + RGZ

7

RBCD(Z) =
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d) Parcijalne toplotne otpore ra¢unamo kao:

Ll Ll I‘2 L2 I-2 L2
RAZ = = RBZ = = Cz = =
Ka-Ay ky-H:-b kg-Ag kg-Hg:b ke -Ac  Ke-He:b
RDz = L2 = L2 REz = L3 = L3 RFZ = L4 = L4
k,-A, Kky-Hp-b ke-A. ko-H-b ke <A ko-H.-b
Gz Mz
ke -As kg -Hg:b ky Ay Ky -H-b

Toplotni tok, sada je potpuno odreden i racuna se prema relaciji u tacki b).
6. ZAKLJUCAK

Izmedu termodinamickih i elektricnih sistema postoji visok stepen analogije. Prostiranje
toplote kroz sloZene visSeslojne zidove moZe se uspjeSno predstavljati i proracunavati preko
ekvivalentnih elektriénih kola. Pri ovome mogu biti obuhvaéena sva tri oblika prostiranja toplote
(provodenje, konvekcija i zracenje).

Ovo u posmatranom slu¢aju kao §to je pokazano moze imati odredene prednosti sa aspekta
brzeg i efikasnijeg rjeSavanja postvljenih problema. Isto tako omogucena je i kontrola dobijenih
rezultata. Prikazana analogija pored toga $to omogucuje kvantitativne proracune daje mogucnost i
efikasne kvalitativne analize, posebno otpora provodenja toplote. Isto tako, uspostavljena analogija
moze omoguciti lakSe, odnosno jednostavnije izvodenje eksperimenata.

Za razliku od jednostavnijih problema prostiranja, kod slozenijih problema treba racionalno

postupati i primjenjivati odgovarajuce analogne ekvivalentne elektri¢ne Seme.
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